Умножение в системе развивающего обучения
И.С. Кириллова

Аннотация. В предлагаемой  работе  представлен методический материал по теме «Умножение чисел»  в рамках программы развивающего обучения по системе Д.Б.Эльконина - В.В.Давыдова  (начальная школа). Параллельно с разворачиванием логики и  обоснований,  в  ней обозначены основные группы задач, которые могут способствовать поэтапному осознанию ребенком умножения чисел с выходом на границу становящегося понятия. Материал подготовлен на основе выпускной квалификационной работы И.С. Кирилловой,  научный руководитель: В.Г. Васильев. 1998 г.

Данная методическая разработка содержит теоретические обоснования операции умножения чисел, а также предметные  и знаково-логические задачи. В разработке представлены также частные задачи, которые выводят на теоретическое освоение умножения.  

Работа может быть полезной методистам, учителям и студентам для проектирования учебной деятельности и реализации педагогических практик. 

Введение
В данной работе  рассматриваются вопросы, связанные с темой «умножение» программы развивающего  обучения (РО) математике  в начальной школе по системе Д.Б. Эльконина – В.В. Давыдова. Почему  же  умножение?
Это связано, прежде всего, с теми затруднениями учеников и учителей, работающих  по существующим программам и планам-конспектам [1,4]. Часто у детей не  происходит  осознание умножения  как общего способа действия при смене единиц измерения, как средства решения определенных задач при изучении связей различных систем измерения. Практика показывает, что решив  задачу, ребенок не выделяет способ связи систем измерения, а выделяет умножение как n-кратное сложение, усваивая соответствующие схемы и формулы. Поэтому решение, найденное в одном задании, не переносится на  другое  задание этого рода. В каждой новой задаче ученик вынужден открывать этот способ заново. Поэтому для решения  возникшей проблемы необходимо организация такой деятельности детей, в которой бы происходило овладение детьми общим способом умножения, т.е. решение таких задач, которые требовали  выделения общего способа, фиксации его, обсуждение знаковой формы и оформление ее как всеобщего способа.

С другой стороны,  большой позитивный опыт преподавания математики в классах развивающего обучения, делает существующую методику достаточной и вполне оправданной, но на уровне первого, второго  классов, где усвоение понятия умножения происходит предметно, т.е. дети, действуя конкретно с предметами, осваивают переход от одной системы измерения к другой, оформляя это в знаковой форме.  Если умножение понимается как способ  нахождения результата умножения - как кратного сложения, то тем самым затруднено различение способа умножения натуральных чисел с самим понятием умножения действительных чисел.
Что же такое  умножение  действительных чисел?  Вот как отвечает на этот вопрос В.В. Давыдов [3, с.20] . Умножение генетически связано со счетом (измерением). Это счет такой единицей, для которой уже установлено  отношение к другой, меньшей (большей) единице. Получаемые при этом два числа (отношение самих единиц и отношение объекта к единице, которой реально проводился счет) могут быть сразу  увязаны в формуле как сомножители. Произведение можно найти сразу по таблице или  же с помощью развернутого сложения. Но, сложение здесь выступает лишь как способ вычисления результата уже пройденного действия и благодаря раннее произведенному умножению.

При рассмотрении содержания умножения как действия, важно иметь в виду высказывание Лебега: «Всякий вопрос, который приводит к умножению, является проблемой изменения системы единиц» [3, с.29]. То же говорит В.В. Давыдов: «Умножение, как арифметическое действие, является выражением или отражением реальной операции над множеством предметов, а именно операции перехода от одной единицы счета к другой. В результате этой операции и соответствующего ей действия, человек устанавливает результат счета первоначального множества с помощью  меньшей единицы, которой он  фактически это множество не считал.» [3]. 
Переход от одних единиц измерения к другим - это  выполнение важнейших операций умножения со стандартизированными мерами и их отношениями.

Таким образом, умножение – это,  прежде всего, способ перехода к другой системе единиц измерения. Что в знаковых формах выглядит так:
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Рисунок 1. Знаковые формы умножения
где  А - величина, е1,е2 -  мерки, N, М, К - действительные  числа.

Выраженная этой знаковой формой связь чисел N, M, K называется  умножением, числа М и К называются сомножителями, а число N - их произведением и обозначается   M * K.
Именно это является  всеобщим смыслом умножения для  действительных чисел. И, следовательно, этот смысл должен  быть явлен, оформлен и осознан детьми.

Возникает методическая проблема  об уровнях и способе овладения детьми этой знаковой формой (1) как средством осознания сути умножения и средством разрешения проблемных ситуаций. 

Основная гипотеза заключена в наличии двух уровней осознания этого понятия. Первый -  предметный и второй -  знаково-логический. Суть этих уровней заключается в следующем :

Первый уровень (1, 2 классы) характерен тем, что усвоение понятия  умножения происходит предметно, т.е. дети действуют конкретно с предметами. И тем самым осваивают переход от одной системы измерения к другой, а в знаковой форме выходят на способы нахождения результата умножения.

На втором уровне (3, 4 классы) усвоения понятия  идет осознания  всеобщей формы умножения, как перехода от одной системы  измерения к другой. Дети уже действуют не конкретно с предметами, а абстрактно со  знаковыми формами. На этом уровне  разрыв в деятельности  наступает не в процессе  выполнения предметных действий, а во внутреннем (умственном) плане. В связи с тем, что ребенок попадает в тупиковую ситуацию сразу, то он, не приступая к действию, начинает простраивать его во внутреннем плане, используя идею смены мер как средство преодоления этого тупика.

Для завершения теоретического построения  рассматриваемых нами понятий необходимо совершить еще  один шаг обобщения - решение  частных задач, превратить эти понятия в средство  разрешения проблемных ситуаций. Таким образом, задачей этой работы является  построение теоретического обоснования методики умножения, связанной  со смыслом умножения (1) не только в предметных действиях и действиях на числах, но и с пониманием детьми внутреннего смысла умножения (т.е. всеобщей формы умножения), и построение самих методик.

Основная  гипотетическая идея всей методики заключается в создании таких задач, средством решения которых являются не отдельные компоненты умножения (включая способы умножения), а переход в целом.

Существующая проблема  освоения умножения  как средства решения задач и вскрытие знаково-символической формулы умножения - позволяет нам построить методику частных задач, которые  вскрывали бы умножение как  средство и выводили нас на теоретическое освоение умножения, где основным результатом обучения  детей умножению должно быть умение работать со знаковыми формами, как средствами разрешения  проблемных ситуаций.

       На первом уровне методики рассматривается  ряд задач, позволяющих раскрыть детям содержание умножения как действия,  связанного с переходом из одной  системы измерения в другую.

Задача 1. 

Дано: Мешок с крупой, кубики, две коробки (как бы из под кубиков, закрытые, которые пока открывать нельзя) и чашечные весы.

Детям предлагается взвесить с помощью кубиков мешок на чашечных весах.

Надо сказать, что дети раньше пользовались весами, т.е. умеют сравнивать предметы по весу и уравнивать их.

1.  Первая ситуация состоит в том, чтобы показать  детям необходимость  изменения единиц счета ( измерения).

Дети начинают взвешивать, задача им понятна, они видят решение и результат действия. Взвешивают кубиками, но их не хватает для того, чтобы взвесить мешок. Происходит остановка: Как дальше  взвешивать ?

Учитель наглядно демонстрирует классу невозможность узнать результат счета по заданной единице. В результате обсуждения детьми этой проблемы поступает предложение  открыть коробку и достать кубики. Но коробку открывать нельзя. Опять проблема: Как же взвесить мешок? Средством разрешения проблемной ситуации является промежуточная мера ( коробка). 

2. Вторая ситуация - введение детьми единицы измерения, т.е. дети предлагают заменить кубики коробкой и ею взвесить мешок.

Это предложение есть  переход от одной единицы измерения к другой, т.е.      
[image: image2.png]A=Ney, — A=Me




Рисунок 2. Переход к укрупненной мерке

Дети начинают взвешивать коробкой. Одной коробки мало, кладут вторую. Уравняли. Дети имеют опыт записывать формулы. Записывают А/е2 = 2.
          Учитель подчеркивает то обстоятельство, что, хотя коробкой взвешивать  мешок удобнее и быстрее, но все же задача не решена.

У детей  возникает остановка: как решать дальше? Дети могут ответить, что надо знать  количество кубиков в одной коробке и предлагают открыть коробку, и посчитать. Но открывать нельзя.

3.Третья ситуация заключается в том, что должно произойти соотнесение промежуточной меры (коробки) с другой меркой (кубиками).

В результате дискуссии дети решают взвесить коробку кубиками.

Это есть вторая часть  перехода, т.е. соотнесение мер:     е2  =  Ке1. 

Дети начинают взвешивать коробку кубиками. Или прикладывают кубики к коробке, пытаясь узнать, сколько их туда входит. Записывают это действие в виде формулы  е2 = 6е1.
На вопрос учителя: Решена ли задача? Мнения детей разделились. Некоторые отвечают: Да, решена. А некоторые сомневаются. 

4.  Четвертая ситуация заключается в том, чтобы дети проанализировав ход своих действий, увидели  переход, который позволил бы им найти результат.

Те дети, которые утверждают, что задача решена, доказывают всему классу способ нахождения результата.


Мы начали взвешивать мешок  кубиками, но их не хватило. Тогда мы договорились взять вместо кубиков коробку (более крупную мерку ).  Получилось две коробки. Потом мы  соотнесли коробку с кубиками. У нас получилось в одной коробке шесть кубиков. И теперь, исходя из этого, можно сказать, что мешок весит 12 кубиков т.к. у нас две коробки, а в каждой коробке по шесть кубиков, то  А/е2 = 2,   е2/е1 = 6,   шесть да шесть  получится  двенадцать, т.е.   А/е1 = 12.
Почему шесть?
По этому поводу может быть дискуссия. Некоторые дети, чтобы убедиться, что в другой коробке тоже  шесть кубиков могут ее взвесить. После такого рода дискуссий дети предлагают открыть коробку и проверить. Открывают, а там песок.

5.Пятая ситуация заключается в том, что дети должны обсудить невозможность натурального (реального) нахождения результата, т.е. договориться, что мешок весит  двенадцать кубиков. Таким образом надо сформулировать правило, которое включает в  себя два взвешивания и вывод   А = Nе1. Это есть правило всеобщей формы умножения.

В этой задаче дети не обсуждают теоретическое понятие  умножения, они только в знаковой форме выходят на способы нахождения результата.

После этой задачи идет следующая задача. Она имеет тот же  ход, только с некоторыми изменениями. Если решая задачу, ребенок возьмет вместо маленькой меры большую, а потом соотнесет ее с маленькой и в результате этого найдет результат, то значит, он усвоил всеобщую форму умножения как способ. 

       Задача 2

Дано: Мешок с крупой, гири по 100 граммов каждая, два бильярдных шара и чашечные весы.

Нужно взвесить с помощью гирь мешок на чашечных весах.

Дети начинают взвешивать гирями, но их не хватает для того, чтобы взвесить мешок. Происходит остановка действий детей, которая позволяет им обсудить вопрос: Как же взвесить?

Если в результате дискуссии у детей возникает  предложение заменить гири на бильярдные шары и ими взвесить мешок, то значит, они усвоили суть первого перехода, т.е. когда  вместо маленькой мерки берется большая - укрупнение мерки. А=Ме2.

Взвесили. Записывают в виде формулы: А/е2 = 2.
Задача еще не решена. Это некоторая проблематизация. Как решать дальше? Дети предлагают взвесить бильярдный шар гирями. Это есть  вторая часть перехода (когда дети измеряют большую мерку маленькой - соотнесение мер) е2=Ке1.

Взвешивают и записывают в виде формулы:  е2/е1 = 4.
Если после двух переходов дети формулируют вывод  А=Nе1, то значит они усвоили всеобщую форму умножения именно как способ перехода от одной системы измерения к другой.

Таким образом, средством разрешения проблемной ситуации являлась промежуточная мерка, имеющая предметную форму выраженности (бильярдный шар), и ее соотнесение с другой (тоже предметной) меркой (гирей).

Задача 3. (Эта задача может быть дана в качестве закрепления)

Дано: Мешок с крупой, кубики, две коробки с кубиками (коробки закрытые, их пока открывать нельзя, количество кубиков в коробках разное.)

Надо взвесить мешок с помощью кубиков на чашечных весах.

Дети начинают взвешивать кубики, но их не хватает для того, чтобы взвесить мешок. Происходит остановка: Как дальше взвешивать? В результате обсуждения  дети предлагают заменить кубики коробкой и ею взвесить мешок.

Это предложение есть переход от одной меры к другой. А= Ме2.

Начинают взвешивать коробками, записывают в виде формулы:   А/е2 =2.  

Учитель задает вопрос: Решена ли задача? Дети приходят к выводу, что задача не решена. Это некоторая проблематизация: Как решать дальше? В результате дискуссии решают взвесить коробку кубиками. Это есть вторая часть перехода т.е. соотнесение мер:   е2 = Ке1. 

Дети начинают по группам взвешивать коробки кубиками. В результате у них получается: у одной группы  е2/е1 = 9, у другой группы  е2/е1 = 8.
На вопрос учителя: Решена ли задача? Дети отвечают: Да, решена, мешок весит шестнадцать кубиков, т.к. восемь да восемь получится шестнадцать, т.е.  A  =16e1, а другая группа дает ответ:  А = 18 е1.

Кто прав? 

Как же так получилось?

Основной вывод дискуссии: здесь нельзя найти умножением, коробки разные, ни одна из них не может быть большой меркой. Мы нашли результат по формуле целого и частей: 9е1 + 8е1 = 17е1.
Вывод. Лишь на основе  собственных операций по выбору другой единицы счета, по нахождению отношения единиц и записей полученных чисел дети осваивают смысл  умножения и последовательность реализующих его операций. При решении задач посредством умножения от детей требуется, прежде всего, умение создать условия для проведения счета такой единицей (меркой), применение которой исключает пересчитывание отдельных более мелких единиц.

Задача 4.
Детям предлагается  измерить толщиной  книжного листа ширину стола.

При выполнении задания тупик наступает сразу, перед детьми возникает проблема, которая не позволяет им реально измерить. Возникает вопрос: Как же измерить?

Средством разрешения проблемной ситуации является представление  об умножении  в целом, как о переходе при измерении от одной мерки к другой. Только это представление позволяет детям дальше действовать, т.е. заменить книжный лист более крупной меркой, например, книгой по математике, которая лежит у каждого на парте. Таким образом, происходит укрупнение мерки. 

Измерили, и получилось:  А/е2 = 16, где в качестве е2 может быть взята, например,  толщина книги.

На вопрос учителя: Решена ли задача?  Дети отвечают: Нет, т.к. мы измеряли книгой, а нам надо измерить  книжным листом. Для этого необходимо узнать количество листов в книге. Возьмем книгу и посмотрим, сколько в ней страниц. А чтобы получить листы, нужно количество страниц разделить на два, не забывая про толщину обложки.

Таким образом,  происходит второй переход - соотнесение мер:   е2/е1 = 125.
А сейчас решена задача?

Нет, т.к. мы узнали количество листов в одной книге, а у нас таких книг шестнадцать.

Таким образом, дети должны,  основываясь на двух переходах сформулировать правило всеобщей  формы умножения, т.е. 
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Рисунок 3. Решение по правилу всеобщей формы умножения

Суть этой задачи заключается в том, как смысл умножения (как переход) может быть использован как средство решения задач.

Далее в методике на втором уровне может быть  предложена серия задач, которая была разработана шестью авторами под руководством В.Г. Васильева и опубликована в статье [2] . В этих задачах обсуждается идея соотнесения мер.
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